Teorema de Cauchy-Goursat

Definicao: Diz-se que dois caminhos v e ¥ sao homotépicos no dominio
() se existe uma aplicagdo continua H : [0, 1] x [0, 1] — §2 tal que

o H(0,)=~(t) 0<t<1,

o H(1,t)=7(t) 0<t< 1.

Diz-se que sdo caminhos homotépicos fechados se H(s,0) = H(s, 1)
para todo 0 < s < 1.

Diz-se que sao caminhos homotdpicos de extremos fixos 2, z; € ()
se H(s,0) =zpe H(s,1) =2 paratodo 0 < s < 1.

Teorema da Deformacédo (Cauchy-Goursat): Seja f: Dy C C — C uma
fungdo holomorfa no dominio Dy e «,* dois caminhos homotdpicos em
Dy, fechados ou de extremos fixos. Entdo

A F(2)dz = L f(2)d.

Em particular, se v for um caminho fechado homotdpico a um ponto em

§é f(2)dz = 0.

Dy tem-se




Formulas Integrais de Cauchy

Definicdo: Seja v um caminho fechado e z; um ponto que n3o pertence a
curva percorrida por . Entdo, chama-se indice de ~y relativamente ao
ponto z; ao valor dado por

1 1
I(7, 20) = / dz.
gl

21 ), 2 — 2

Proposicao: Seja v um caminho fechado e 2y um ponto que n3o pertence

a curva percorrida por . Entao:
I) ](’y, ZO) S/

ii) Se 7 é homotdpica a v em C\ {2y} entdo I(v, 29) = I(7, 20)-




Teorema (Férmula Integral de Cauchy): Seja f: Dy C C — C uma
fungdo holomorfa na regido D e seja v um caminho fechado homotépico a

um ponto em D;. Se zy € Dy é um ponto que ndo pertence a curva
percorrida por 7y tem-se

f(zo0) - I(y, 20) = ! / f(2) dz.

21 ). 2 — 2

Em particular, se v percorre uma curva de Jordan uma vez no sentido
positivo e 2z, esta no lado de dentro da curva, tem-se

1L f(Z)

2me J, 2z — 20

f(z0) = dz.




Teorema (Férmulas Integrais de Cauchy para Derivadas): Seja

J Dy C C— C uma fungao holomorfa na regido Dy, entdo f é
infinitamente diferencidvel em D;. Seja v um caminho fechado
homotdpico a um ponto em Dy e zy € Dy um ponto que ndo pertence a
curva percorrida por 7, tem-se

2mi J., (2 — zo)Ftt

dk_f(ZO).](%ZO):’“!/ 1) 4 k=012
)

Em particular, se v percorre uma curva de Jordan uma vez no sentido
positivo e z; esta no lado de dentro da curva, tem-se

dkf k! f(z)
_ d k=012, ..
(20) y% z
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